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1 Introduction

1.1 Présentation du probléeme

Le probleme des ondes de surface pour un fluide idéal consiste a décrire la
mouvement de la surface libre et le champ de vitesses d’une couche de fluide
parfait, incompressible et irrotationnel, sous 'influence de la gravité. Nous nous
restreignons ici au cas ou la surface est un graphe paramétré par une fonction
¢(t,X), ot t désigne la variable de temps et X = (X1,..., Xy) € R? les variables
horizontales. Le fond, non nécessairement plat, est lui aussi paramétré par une
fonction b(X), indépendante du temps. Nous notons €2; le domaine occupé par
le fluide a l'instant t.
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La propriété d’incompressibilité du fluide est traduite par 1’équation

divV =0 dans €, t>0, (1.1)

on V.= (Vi,..., V4, Vi) désigne le champ de vitesse (V7,...,Vy étant les
composantes horizontales, et V341 la composante verticale). L’irrotationnalité
s’exprime quant a elle par la relation

curl V.=0 dans €, t>0. (1.2)



On complete le systeme d’équations a l'intérieur du fluide par les équations
d’Euler,

OV +V - -Vx,u,V =—-geqp1 —Vx,P dans €, t>0, (1.3)

ou —geqy1 est 'accélération de la gravité, et P désigne la pression, qui est
également une des inconnues du probleme.

Pour clore ce systeme d’équations, nous devons donner les conditions aux bords
satisfaites par la vitesse au fond et a la surface ; elles sont obtenues en traduisant
I’hypothese physique qu’aucune particule de fluide n’est transportée au travers
de ces surfaces. Plus précisément, cela s’écrit :

Vn|{y:b(X)} =n_- V|{y:b(X)} =0, pour t>0, Xe Rd, (1.4)

1
ol n_ 1= ——————(Vxb,—1)T est le vecteur normal sortant au bord
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inférieur de €2;. A la surface libre, on a

¢ — V1+|Vx(PValy=cx)y =0, powr t>0, X eRY (1.5)

. 1
olt Valry=c(x)y =0+ - Vly=¢cx), et ny = W
le vecteur normal sortant a la surface.
En négligeant les effets de tension de surface, P est constante a la surface.
Quitte a renormaliser, on peut supposer

(—=Vx¢, 1) désigne

Pliy—cx)y =0 pour t>0, X eR% (1.6)

1.2 Reformulation des équations

Les équations (1.1)-(1.6) ne sont pas trés maniables d’un point de vue mathématique,
notamment parce qu’elles sont définies sur un domaine qui est lui-méme une
des inconnues du probleme. Nous en donnons donc une formulation alterna-
tive qui ne fait intervenir que deux équations d’évolution sur R?. La premiere
étape consiste & écrire (1.1)-(1.6) sous la formulation classique de Bernouilli.
Des hypotheéses d’incompressibilité et d’irrotationnalité (1.1 et (1.2), on déduit
I'existence d’un potentiel des vitesses ¢ tel que V = Vx ,¢ et

Ax =0 dans ¢ ¢>0; (1.7)
les conditions aux bords (1.4) et (1.5) peuvent aussi s’exprimer & l’aide de ¢ :
On_9l{y=px)y =0, pour t>0, X¢€ RY, (1.8)
et

¢ —V1+ |Vx(20n_ dliy=cx)y =0, pour t>0, XeRY (L9



ol 'on a utilisé les notations Op_ :=n_ Vx4 et O, =ny-Vx,. Finalement,
I’équation d’Euler (1.3) peut étre mise sous la forme

1
06+ 5IVxyol' +gy=-P dans Q, t>0. (1.10)

Comme dans [4], nous pouvons transformer les équations (1.7)-(1.10) en un
systeme ou toutes les fonctions sont évaluées a la surface libre seulement. Pour
cela, introduisons la trace du potentiel des vitesses ¢ a la surface,

w(th) = 9(t, X, C(th))7

et 'opérateur de Dirichlet-Neumann (renormalisé) G({) qui est 'opérateur linéaire

défini par
GO = V1+ [Vx([?On, dl{y=c(t.x)}- (1.11)

En prenant la trace de (1.10) & la surface et en exploitant le fait que la pression
est nulle & la surface, on obtient apres quelques calculs que (1.7)-(1.10) sont
équivalentes au systeme

(¢ — GOy =0,

1 1

0r +9C + 3 VxP’ = Sy (GOW + V(- V)" =0,
(1.12)

qui est un systéme de deux équations d’évolution sur R¢ portant sur I’élévation
de la surface libre (¢, X) et la trace du potentiel des vitesses ¢ (¢, X ) & la surface.

C’est avec ce systeme que nous travaillerons dorénavant.

1.3 Enoncé du résultat principal et plan de Particle

Les premiers travaux sur le caractere bien posé (dans des espaces de type
Sobolev) des équations d’Euler avec surface libre remontent & Nalimov [6],
Yosihara [11] et Craig [2]. Ces auteurs considérent le cas d = 1 et travail-
lent dans un cadre lagrangien. Ces travaux reposent fortement sur le fait que
le domaine occupé par le fluide est de dimension deux, ce qui permet d’utiliser
des outils d’analyse harmonique, et en particulier d’exprimer 'opérateur de
Dirichlet-Neumann a ’aide d’une intégrale de Cauchy. Grace & une propriété
subtile d’annulation remarquée par Nalimov, les équations des ondes de surface
(1.1)-(1.3) peuvent alors étre “quasi-linéarisés”. Notons que ces travaux se re-
streignent tous au cas de données petites. C’est Wu [9] qui trouva le moyen
de considérer des données quelconques, en prouvant que le classique critere
d’instabilité de Rayleigh-Taylor (qui impose que la surface n’accélére pas plus
vite vers I'intérieur du fluide que la composante normale de la gravité) est satis-
fait des que la surface ne se coupe pas elle-méme. Le travail de Wu est toutefois
limité au cas ou la profondeur est infinie.

Le cas de la dimension trois (donc de la dimension deux de surface) n’a été
que tres peu abordé. Essentiellement, Wu [10] a généralisé le résultat de [9] &
la dimension trois. Les méthodes employées sont par contre tres différentes et



reposent sur analyse des algebres de Clifford (le formalisme complexe n’étant
bien s{ir plus adapté en dimension trois). La encore, seul le cas de la profondeur
infinie est traité.

L’objectif de ce travail est de traiter les cas encore ouverts (profondeur finie
et donnés quelconques en dimension deux ou trois) et de fournir une preuve
reposant sur des outils classiques en EDP. Dans le cas de fonds plats, le résultat
principal est le suivant :

Theoréeme 1.1 Il existe M € R ne dépendant que de d, tel que pour tout s > M
et (Co,%0) € H*TL(RY)? satisfaisant

Co—b>2hy sur R?  pour un certain  hy > 0,

il existe T > 0 et une unique solution (¢,) € C1([0,T], H*(R%)?) aux équations
des ondes de surface (1.12) avec condition initiale (Co, o).

L’idée de la preuve est extrémement classique : nous linéarisons les équations
(1.12), prouvouns des estimations d’énergie sur 'opérateur linéarisé qui nous per-
mettent de conclure a I'aide d’un schéma itératif, en I'occurence de type Nash-
Moser.

Plusieurs difficultés viennent malheureusement rendre cette démarche un peu
délicate. La premiere d’entre elles survient au moment de calculer le linéarisé
des équations (1.12) autour d’un état quelconque. En effet, il faut dériver
Papplication ({, ) — G({)y par rapport & 1 (ce qui ne pose aucun probleme) et
C. Cette dernieére opération revient a calculer la dérivée de forme de I'opérateur
de Dirichlet-Neumann puisque ¢ définit la géométrie du domaine occupé par
le fluide. Nous donnons une expression explicite de cette dérivée de forme qui
permet de donner une expression explicite de l'opérateur linéarisé dans son
intégralité (i.e. sans reste d’ordre inférieur).

Une fois 'opérateur linéarisé obtenu, il faut réaliser des estimations d’énergie sur
le probleme de Cauchy associé, ce qui n’est pas immédiat puisqu’il s’avere que le
linéarisé est non strictement hyperbolique, c¢’est-a-dire que son symbole principal
possede une valeur propre purement imaginaire de multiplicité deux. Il s’ensuit
qu’une condition de Lévy sur le symbole sous-principal est nécessaire pour que
le probleme de Cauchy soit bien posé. A D’aide d’un changement d’inconnues
trés simple, nous exhibons cette condition de Lévy et prouvons qu’elle coincide
avec la critere d’instabilité de Rayleigh-Taylor. Nous montrons que ce critere
est toujours satisfait lorsque le fond est plat, et donnons une condition suffisante
pour qu’il soit vérifié lorsque le fond n’est pas plat.

Enfin, pour pouvoir appliquer le schéma itératif de Nash-Moser, il nous faut
obtenir des estimations d’énergie douces, ce qui nécessite I’'obtention d’estimations
douces sur le Dirichlet-Neumann, ainsi que sur les commutateurs entre cet
opérateur et des dérivés spatiales. Pour cela, nous utilisons une méthode tres
simple reposant sur des estimations elliptiques et ’existance de difféomorphismes
régularisants entre le domaine du fluide et un domaine redressé fixé S = R? x
(0,1). Nous avons également besoin du symbole principal de 'opérateur de
Dirichlet-Neumann.



Plan de P’article. Dans la prochaine section, nous indiquons comment obtenir
une estimation douce sur l'opérateur de Dirichlet-Neumann. Dans la section 3,
nous controélons les commutateurs de cet opérateur avec les dérivés spatiales.
Nous établissons alors dans la section 4 'expression exacte de la dérivée de
forme du Dirichlet-Neumann. Nous pouvons alors, dans la section 5, étudier la
linéarisation des équations (1.12), avant de conclure dans la section 6.

Remarque 1.1 Les preuves données dans cet article sont schématiques, et les
références bibliographiques loin d’étre exhaustives. Nous renvoyons a [5] pour
plus de précisions.

2 Estimations douces sur 'opérateur de Dirichlet-
Neumann

I est aisé de voir que l'opérateur G(¢)- est d’ordre un. Evaluer la norme de
cet opérateur en fonction de ( et de ses dérivées est par contre plus délicat.
Plusieurs travaux ont abordé ce probleme en exprimant ’opérateur de Dirichlet-
Neumann & 1’aide d’opérateurs intégraux singuliers (citons par exemple [1] et
[3, 4], ainsi que [10] et les références qui y sont données). Ces résultats ne
donnent pas d’estimations douces optimales dans le cas qui nous intéresse ici, a
savoir une profondeur finie avec un fond non nécessairement plat. Le théoreme
suivant donne une telle estimation douce, avec une dépendance en ¢ optimale.
Contrairement aux travaux cités ci-dessus, nous utilisons une méthode basée
sur des estimations elliptiques, ainsi que sur l'existence de difféomorphismes
régularisants.

Theoréme 2.1 Supposons que la paramétrisation du fond b soit réguliére et
bornée, ainsi que toutes ses dérivées. Alors, pour un certain indice sqg > 0 et
pour tout s > 1/2 et (¢,v) € H®(R)? tel que infga(¢ —b) >0, on a

[G(OPlas < C(s,b, [Clmeo ) ([$]aer + [Clmasr[$]me0)-

Preuve.

Etape 1. Commencons par transformer ’équation de Laplace (1.7) avec condi-
tion de Dirichlet ¢ = 9 & la surface et condition de Neumann homogene 0y, _¢ =
0 au fond en une équation elliptique sur le domaine redressé S = R¢ x (—1,0).
Pour cela, soit S un difféomorphisme de S sur le domaine €2 occupé par le fluide.
Nous pouvons imposer que S soit de la forme S(X,y) = (X, s(X, 7)), c’est-a-dire
que les variables horizontales sont laissées invariantes par ce difféomorphisme.
En introduisant ¢ = ¢ o S, il est facile de voir que le probleme de Laplace
satisfait par ¢ se transforme en un probleme elliptique sur S pour ¢ :

{ “Vxg PV =0 (2.13)

So=1v, 9l =



ou P est une matrice symétrique définie positive ne dépendant que du difféomorphisme
choisi, et 97 désigne la dérivée conormale associée & ce nouvel opérateur ellip-
tique. Il est également facile de voir que 'opérateur de Dirichlet-Neumann
s’exprime simplement comme ceci :

GO = =0 dlo. (2.14)

Etape 2. Afin de connaitre la classe de régularité des coefficients de P, il nous
faut faire une hypothese sur le difféomorphisme S que I'on a choisi. Remarquant
qu'un exemple simple est fourni par S(X,y) = (X,s(X,y)) avec s(X,y) =
fb(f()ng (1+ Z/)C()Z), et en se rappelant que 1’on a supposé la paramétrisation
b du fond bornée ainsi que toutes ses dérivées, il est naturel de supposer que la
composante verticale s du difféomorphisme S se décompose en s = s1 + s9 avec
s1 bornée ainsi que toutes ses dérivées sur S et sy € H k (8) pour un indice k
suffisamment élevé. Sous cette hypothese, un calcul technique mais élémentaire
montre que P se décompose en P = Py + P, avec || Pi||yk.o sy < C(k, s1) et
P2l sy < C(k, 51, |52l reo (s)) |52l 14+ (s)5 Ko étant un entier ne dépendant
que de la dimension d. Grace & (2.14), on peut alors obtenir une premiére
estimation (grace aussi au théoréme de trace),

(G rsnsz < Ok i 152l mvo () (I8 i) + llszll sz [l rreo ). (2.15)

Etape 3. On montre alors des estimations elliptiques douces (& la fois en les
coefficients de P et en ) sur la solution du probléme aux limites (2.13). On ne
détaillera pas cette étape ici. On obtient ainsi, grace a (2.15),

GOl prrrra < C(R, 51, [[s2ll o (s)) (Ul mrivarz + [[sall ez |9 rro-1/2)- (2.16)

Etape 4. Il suffit alors de bien choisir le difféomorphisme utilisé pour redresser
le domaine afin de déduire ’assertion du théoréme de (2.16). Si l'on prend le
difféomorphisme trivial évoqué plus haut, on a 52()?,@ = (y + 1){(y) et par
conséquent ||sa||grr2 < Cst |(|grt2 et on obtient une estimation certes douce,
mais pas optimale en ce qui concerne la dépendance en . Il faut pour cela gagner
une demi-dérivée. Pour cela, nous montrons qu’il existe des difféomorphismes
régularisants, ¢’est-a-dire tels que on ait ||s2|| gr+2 < Cst || grrs/2 (aulieu d'un
controle en norme H**2 dans le membre de droite). Notons (D) I'opérateur
(1 — Ag)Y?; on peut vérifier que s(X,7) = —b(X)g + (1 + 9)x(\g(D))a(X)
convient si x est une fonction réguliere & support compact valant 1 et ayant une
dérivée nulle en zéro, et si A est un réel convenablement choisi. Cela conclue
la preuve du théoréme (tout du moins pour les indices de Sobolev de la forme
s =k + 1/2. Pour les autres, il faut interpoler).

3 Estimations sur les commutatateurs

Pour obtenir des estimations d’énergie sur le linéarisé des équations (1.12), il
faudra controler plusieurs commutateurs avec des opérateurs de dérivées. Le



plus délicat est sans nul doute [A®, G({)-] ou A désigne opérateur de dérivation
d’ordre un, A := (1 — Ax)/2. Nous montrons ici comment obtenir une estima-
tion douce sur ce terme. En fait, nous nous contenterons de regarder des indices
de dérivation de type k + 1/2, et plus précisément des commutateurs du type
[AY20% G(C)], avec a € N%, || < k.

Proposition 3.1 Supposons que la paramétrisation du fond b soit réguliére et
bornée, ainsi que toutes ses dérivées. Alors, pour un certain indice sg > 0 et
pour tout k € N et (¢,v) € H*®(R?)? tel que infra(( —b) >0, on a

[Al/Qaaa G(C)]¢ 5 < C(k7b7 |<‘H50)(|w|H’C+1/2 + |<|H"+3/2|w|HSU)7

ot a € N, |a| < k.

Preuve.
Etape 1. On décompose tout d’abord le commutateur de la maniére suivante :

[AY20% G(¢) v = [AY2,G(O)]o v + AV2[0*, G({)]. (3.17)

L’intérét de cette décomposition est que le premier terme du membre de droite
et un commutateur qui ne dépend pas de k.

Etape 2. Pour contréler le premier terme du membre de droite de (3.17),
on s’attache tout d’abord & trouver le symbole principal de G(()-. Introduisons
'opérateur pseudodifférentiel de symbole g¢ (X, &) = /(1 + [Vx([?)€2 — (Vx - )2
Alors, en utilisant la méthode de factorisation des opérateurs elliptiques (voir
par exemple [7, 8]), et en utilisant le méme type d’estimations elliptiques que
dans la preuve du Théoréme 2.1, on obtient ’estimation

(G(Q) = 9(X, DNy < O [l o) [¢]mrs, 5 =0,1/2. (3.18)

On écrit alors

A2 GOl | < |42, 9o (X, D)0,
+ (GO = gc(X, DO Wl o + |(GQ) = go(X, D)AV209)| .

Gréace a (3.18), les deux derniers termes du membre de droite de 'inégalité
ci-dessus peuvent étre controlés par le second membre de ’estimation donnée
dans I’énoncé de la proposition. Il en est de méme du premier terme, grace aux
théoremes classiques sur la composition d’opérateurs pseudo-différentiels.
Etape 3. Il nous faut maintenant controéler le second terme du second membre
de (3.17). Cette étape est assez techique et nous 'omettons ici. L’idée est que
la norme L? du terme en question est égale & la norme H'/? de [0%, G(()]y.
En faisant apparaitre ce commutateur, a un terme aisément controlable pres,
comme une donnée de Neumann pour un opérateur elliptique du second ordre
sur le domaine redressé S, on voit qu'on peut estimer sa norme H'/2 & aide
de la norme L?(S) du terme source de ce probleme elliptique. Il s’avere que ce
terme source peut effectivement étre controlé “doucement” a I’aide de théoremes
de commutation classiques (rappelons que des preuves détaillées des résultats
présentés ici sont données dans [5]).




4 Dérivée de forme de 'opérateur de Dirichlet-
Neumann

La linéarisation des équations (1.12) requiert entre autres la linéarisation de
Papplication ¢ — G({)y. En d’autres termes, nous devons calculer la dérivée
de forme de 'opérateur de Dirichlet-Neumann.

Theoréme 4.1 Supposons que la paramétrisation du fond b soit réguliére et
bornée, ainsi que toutes ses dérivées. Soit (C,v) € H™®(RY)? tel que infra(¢ —
b) > 0. B B
Pour k suffisamment grand, il existe un voisinage Uy de ¢ dans HF+3/2 (RY) tel
que Uapplication T

g c u£ C Hk+3/2(Rd) — G(c)w c Hk-‘rl/?(Rd)
soit bien définie et différentiable. De plus, pour tout h € H*3/2(R%), on a

o
1
Z = [T eE (GOY + Vx(-Vxi)
et
v:i=Vxy-ZVx(.
Preuve.

Etape 1. Comme on 'a vu dans la preuve du Th. 2.1, on peut exprimer
lopérateur de Dirichlet-Neumann a l'aide du probleme redressé. Si I’on note
1’ la solution du probleme aux limites (2.13) avec condition de Dirichlet & la
surface ¢, on a G({) = eq1 - ngx,yz/}yo, ou l'indice ¢ dans I et wz a été

rajouté pour souligner la dépendance de cette matrice en la paramétrisation de
la surface. Par conséquent, la dérivée recherchée s’écrit

P
deG() - h = ey - (dcP - h)Vx y0¢lo + On ve nlo, (4.19)

ou v¢,, désigne la dérivée de I'application ¢ — 7,/12 en ¢ et dans la direction h.
Comme on a une expression explicite de P en fonction du difféomorphisme et
donc de (, on trouve une expression explicite du premier terme du membre de
droite de (4.19) en fonction de ¢, Vx1 et G({)®. Il faut montrer que 'on peut
faire la méme chose pour le deuxieéme terme. Il est facile de voir que v¢ ; existe
effectivement et est solution du probleme elliptique obtenu en différentiant par
rapport & ¢ le probleme aux limites satisfait par ¢° ; plus précisément,

~Vx.y PVxyven =Vxy - (deP-h)Vx g
E <
U£1h|0 = 07 8n£v£7h|,1 = —€4+41 " (dgp . h)VX7y¢E|,1



Il s’avere qu’il est possible de relever explicitement ce probleme aux limites. En
F BE L dis‘ha b N dési 1 icale d
effet, s1 'on pose We,h 1= Dysc ng (out s¢ designe la composante verticale du

difféomorphisme S de S sur ), alors v¢ ;, — we p est solution de

{ ~Vixy - PVxy(vgn —wen) =0

P
v¢,nlo = —ﬁayl@oa On*v¢h]-1 = 0;

(notons que expression de ce relévement est trouvée en s’appuyant sur des cal-
culs formels inspirés par les travaux de Hadamard sur les plaques élastiques).
Par conséquent, on peut écrire 9L ve nlo = 0L we nlo + OF (ven — wep)|o. La
premiere de ces deux composantes est calculable explicitement ; quant & la sec-
onde, on remarquera qu’elle est égale a fG(g)(%ﬁyz/)yo) et qu’elle peut donc
elle aussi étre calculée explicitement. Ceci acheve de ﬂrouver que le deuxieme
terme du membre de droite de (4.19) peut se calculer. L’expression finale trouvée
pour d¢G(-)y - h est celle donnée dans 1’énoncé du théoréme.

5 Linéarisation et estimations d’énergie

Nous pouvons maintenant linéariser les équations (1.12) autour d’un état quel-
conque U := ({,)T ; notons £ l'opérateur linéarisé. Grace au Théoreme 4.1,
nous pouvons donner une expression explicite de £ (et pas uniquement de son
symbole principal),

_ G(O(Z)+Vx-(v) -G(0)
L£=o ( ZG(O)( ')+(9fZVx~z) v-Vx - —ZG(Q)- )

On peut vérifier que le symbole principal de I'opérateur matriciel ci-dessus ad-
met une valeur propre imaginaire pure double, a savoir iv - £. Il s’ensuit que
nous ne pouvons conclure au caractere bien posé du probleme de Cauchy associé
a L ; il faut pour cela une condition de Lévy sur le symbole sous-principal de
cet opérateur. Afin d’exprimer cette condition de Lévy de maniere simple, nous
triangularisons 'opérateur afin de faire apparaitre sous forme canonique le bloc
de Jordan. La matrice de changement de bases, a priori pseudo-différentielle,
s’avere finalement extrémement simple, et les termes de commutateurs que ’on
s’attendrait a voir surgir dans les termes d’ordre inférieur de l'opérateur tri-
angularisé s’annulent tous ! De maniére plus précise, 'équation LU = H est
équivalente & 1’équation MV = (Hy, Hy — ZHy)T avec V := (U1, Uz — ZUp)7T et

M= 0, + < Vx-(x) =G ) ,

a v-Vx

aveca:=g+hZ+v-VxZ.
La condition de Lévy est donc claire ; nous faisons temporairement I’hypothese
qu’elle est vérifiée :



Hypothese 5.1 II existe une constance co > 0 telle que a > cq sur RY.

/ N

Sous cette hypothese, il est facile de voir que le probleme de Cauchy assoc a
, a

M est bien posé. En effet, pour tout p € R, 'opérateur S = ( 0 u+ G >

est un symétriseur pour M. L’énergie associée au probleéme est donc E(

(A°V, SA*V). Pour des raisons techniques, nous devons altérer legerement cette

définition ; pour tout k € N, prenons

Ei12(V) i= Y (AV20°V, SA20°V).
lal<k

Si p est choisi assez grand, et sous 'Hypothese 5.1, on vérifie que Ejiq/2 ~
[V 3 ks1/2 gpusa- On peut alors obtenir des estimations d’énergie sur Ey1/2(V)
(grace notamment aux estimations de commutateurs de la Section 3), et donc
aussi des estimations en norme Sobolev. De ces estimations sur le probleme
de Cauchy associé a M, on déduit facilement des estimations d’énergie sur le
probleme de Cauchy associé & L. Toutes les précautions ont été prises (voir en
particulier la Section 2) pour que ces estimations soient douces.

6 Conclusion

Avant de pouvoir faire fonctionner un schéma itératif pour prouver 'existence
de solutions pour (1.12), il faut nous asssurer que 'Hypotheése 5.1 est bien
satisfaite. La proposition qui suit fait le lien entre cette condition de Lévy et le
critere de Rayleigh-Taylor qui asserte que la dérivée normale de la pression a la
surface doit étre strictement negative (et donc la pression positive & Uintérieur
du fluide). Ici, la pression n’apparait pas explicitement dans les équations. Nous
introduisons donc une pression P définie comme suit : si ¢ désigne le potentiel
des vitesses associé & la condition de Dirichlet 1, alors on se sert de I'équation
de Bernouilli (1.10) pour définir P, N

1
—P:= 0,9+ gy + §|Vx,yf|2-

On a alors, apres une vérification purement calculatoire,

Proposition 6.1 Supposons que (¢,) soit solution de (1.12) a un certain in-
stant to. Alors, P s’annule & la surface & cet instant, et on a de plus a(ty) =

—0nPly=¢(ty,x)-

Dans le cas de la profondeur infinie, Wu [9, 10] a montré que ce critére était
toujours satisfait par les solutions de (1.12). La proposition suivant généralise
ce résultat au cas de la profondeur finie lorsque le fond est plat. S’il n’est pas
plat, nous donnons une condition suffisante pour qu’il soit satisfait.

Proposition 6.2 Supposons que (¢,) soit solution de (1.12) a un certain in-
stant to. Soit ¢ le potentiel des vitesses associé a la condition de Dirichlet ¢ et
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11, la deuxieme forme fondamentale associée a la surface définie par le fond.

Alors si
g

1+ Vb2

il existe une constante co > 0 telle que *6n£|y:((t0,x) > co sur R2.

11, (Vx,y@y:b(x)a VX,y@y:b(X)) <

Preuve.

On remarque tout d’abord que la pression P telle que définie plus haut est une
fonction sous-harmonique. Elle atteint donc son minimum au bord, et sa dérivée
normale sortante aux points ou le minimum est atteint est strictement négative.
La condition donnée dans 1’énoncé de la proposition assure que la dérivée nor-
male de P au fond est toujours positive. Par conséquent, le minimum de la
pression est forcément atteint a la surface. Comme on sait d’apres la proposi-
tion précédente que P y est identiquement nulle a 'instant g, le minimum est
atteint en tout point de la surface, et la dérivée normale y est donc partout
strictement négative. La propriété énoncée dans la proposition est donc vraie
sur tout compact. Comme elle ’est trivialement a I'infini d’apres la Proposition
6.1 (car g > 0), cela acheéve la preuve.

Nous pouvons maintenant prouver notre théoreme principal :

Theoreme 6.1 Il existe M € R ne dépendant que de d, tel que pour tout s > M
et (Co,%0) € H*TL(RY)? satisfaisant

Co—b>2hy sur R?  pour un certain  hg >0,

et, oo désignant le potentiel des vitesses associé a la condition de Dirichlet g,

St
g

Iy (Vxaoly=x), Vxadoly=sx) < —rm o

alors il eviste T > 0 et une unique solution (¢,v) € C1([0,T], H*(R%)?) aux
équations des ondes de surface (1.12) avec condition initiale (o, 1)o)-

Preuve.

Les équations (1.12) étant sous forme résoluble, on peut construire un couple
(¢,¥)" solution de (1.12) & tout ordre & I'instant ¢ = 0. Gréace aux Propositions
6.1 et 6.2, on sait que I'Hypothese 5.1 est satisfaite par (¢,)7. Par conséquent,
les estimations d’énergie obtenues dans la Section 5 sont valables si 1’on linéarise
dans un voisinage suffisamment petit de (¢,+)?. 11 suffit donc d’appliquer un
schéma itératif de type Nash-Moser dans un tel voisinage pour conclure.
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